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"CTUSBDU
/BOPNFUFS�TDBMF TVQFSDPOEVDUJOH RVBOUVN JOUFSGFSFODF EFWJDFT 	OBOP426*%T
 XFSF GBCSJDBUFE
XJUIJO B EJTUBODF PG � µN GSPN UIF DPSOFST PG � × � × ���� NN 4J DBOUJMFWFST UIBU BSF JOUFOEFE
GPS VTF JO B TDBOOJOH OBOP426*% NJDSPTDPQF� 5IF OBOP426*%T DPOUBJOFE +PTFQITPO KVODUJPOT
	++T
 JO UIF GPSN PG /C�CBTFE OBOPCSJEHFT
 XIJDI IBE XJEUIT EPXO UP �� ON BOE XFSF QBUUFSOFE
VTJOH IZESPHFO TJMTFTRVJPYBOF OFHBUJWF SFTJTU� /VNFSJDBM TJNVMBUJPOT PG UIF TVQFSDPOEVDUJOH
DVSSFOU BOE UIF TQBUJBM EJTUSJCVUJPO PG UIF PSEFS QBSBNFUFS JO UIF OBOPCSJEHF ++T BOE UIF
OBOP426*%
 BT XFMM BT UIF DVSSFOUmQIBTF SFMBUJPOTIJQ JO UIF OBOPCSJEHF ++T
 XFSF QFSGPSNFE
BDDPSEJOH UP (JO[CVSHm-BOEBV FRVBUJPOT PO POF�EJNFOTJPOBM BOE UXP�EJNFOTJPOBM HSJET� #VML
NJDSPNBDIJOJOH PG UIF 4J DBOUJMFWFS XBT QFSGPSNFE VTJOH SFBDUJWF JPO FUDIJOH XJUI 4'� HBT
UISPVHI NBTLT PG O-0' ���� QIPUPSFTJTU GSPN UIF GSPOU TJEF BOE B RVBSU[ TIBEPX NBTL GSPN
UIF CBDL TJEF PG UIF TVCTUSBUF� "O FUDI SBUF PG � µN NJO−� GPS 4J XBT BDIJFWFE GPS B QPXFS PG
��� 8 PG UIF JOEVDUJWFMZ DPVQMFE 4'� QMBTNB� 5IF OBOP426*%T FYIJCJUFE OPO�IZTUFSFUJD
DVSSFOUmWPMUBHF DIBSBDUFSJTUJDT PO UIF DBOUJMFWFS� 5IF FTUJNBUFE TQJO TFOTJUJWJUZ PG
�� µ# 	&)[
−� JT TVGàDJFOU GPS VTF PG TVDI B OBOP426*% BT B NBHOFUJD àFME TFOTPS GPS
TUVEZJOH OBOPTDBMF PCKFDUT
 XJUI B QSPKFDUFE UPUBM EJTUBODF UP UIF PCKFDU PG CFMPX ��� ON�

,FZXPSET� CVML OBOPNBDIJOJOH
 OBOPCSJEHF
 +PTFQITPO KVODUJPO
 OBOP426*%
 DBOUJMFWFS

	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM


�� *OUSPEVDUJPO

/BOPNFUFS�TDBMF TVQFSDPOEVDUJOH RVBOUVN JOUFSGFSFODF
EFWJDFT 	OBOP426*%T
 BSF VTFE UP QFSGPSN B XJEF SBOHF
PG QIZTJDBM NFBTVSFNFOUT 	TFF
 F�H� <�> BOE <�> BOE SFGFSFODFT
UIFSFJO
� /BOP426*%T PGGFS UIF QSPTQFDU PG TUVEZJOH OBOP�
TDBMF NBHOFUJD TZTUFNT XJUI TJOHMF FMFDUSPO TQJO TFOTJUJWJUZ

NFNPSZ EFWJDFT
 USBOTJUJPO FEHF TFOTPST GPS TJOHMF QIPUPO BOE

NBDSPNPMFDVMF EFUFDUJPO
 EFWJDFT GPS RVBOUVN DPNQVUJOH

RVBOUVN NFUSPMPHZ
 FUD <�>� *O DPNQBSJTPO UP NBHOFUPNFUFST
UIBU BSF CBTFE PO OJUSPHFO WBDBODJFT JO EJBNPOE
 OBOP426*%T
EP OPU OFFE UP CF JMMVNJOBUFE CZ B MBTFS
 XIJDI DBO VOJOUFO�
UJPOBMMZ IFBU B EFMJDBUF TBNQMF PQFSBUJOH BU MPX UFNQFSBUVSF�
'VSUIFSNPSF
 JO DPOUSBTU UP NBHOFUJD GPSDF NJDSPTDPQZ
 XIJDI
VTFT B NBHOFUJ[FE UJQ UIBU DBO DIBOHF UIF NBHOFUJD TUBUF PG UIF
PCKFDU
 OBOP426*%T EP OPU DPOUBJO GFSSPNBHOFUJD QBSUT BOE

��������������������������� � ¥ ���� *01 1VCMJTIJOH -UE 1SJOUFE JO UIF 6,

https://doi.org/10.1088/1361-6668/abda5c
https://orcid.org/0000-0003-2768-2796
https://orcid.org/0000-0001-5085-5195
https://orcid.org/0000-0001-8082-0647
mailto:m.faley@fz-juelich.de
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1088/1361-6668/abda5c&domain=pdf&date_stamp=2021-2-2


4VQFSDPOE� 4DJ� 5FDIOPM� �� 	����
 ������ . * 'BMFZ FU BM

DBO CF VTFE UP QFSGPSN DPOUBDUMFTT
 BMNPTU OPO�EFTUSVDUJWF
NFBTVSFNFOUT CFDBVTF TUSBZ NBHOFUJD àFMET GSPN UIFN BSF
NVDI XFBLFS�

/BOP426*%T IBWF BUUBJOFE BO VMUSB�IJHI FMFDUSPO TQJO
TFOTJUJWJUZ PG �� µ# 	&)[
−� <�
 �>
 BO VMUSB MPX áVY OPJTF PG
∼�� OΦ� 	&)[
−� <�m�> BOE BO FOFSHZ SFTPMVUJPO BQQSPBDI�
JOH UIF RVBOUVN MJNJU <�>� A426*%�PO�UJQ� OBOP426*%T IBWF
CFFO GBCSJDBUFE CZ UIF EFQPTJUJPO PG 1C PS /C UIJO àMNT
GSPN UISFF EJSFDUJPOT POUP UIF BQJDFT PG IPMMPX RVBSU[ UVCFT
UIBU XFSF QVMMFE JOUP TIBSQ QJQFUUFT XJUI EJBNFUFST EPXO UP
∼�� ON BU UIFJS UJQT <�>� )PXFWFS
 TVDI BO FMFHBOU OBOPGBC�
SJDBUJPO NFUIPE IBT UIF ESBXCBDL PG B SFMBUJWFMZ MBSHF TQSFBE
PG QBSBNFUFST
 SFTUSJDUJPOT PO FMFDUSJDBM DJSDVJU EFTJHO BOE
VODMFBS MPOH�UFSN TUBCJMJUZ PG UIF OBOP426*%T
 MJNJUJOH UIFJS
BQQMJDBCJMJUZ GPS SPVUJOF BQQMJDBUJPOT� *U JT NPSF QSBDUJDBM UP
VTF BWBJMBCMF QMBOBS OBOPTUSVDUVSJOH UFDIOPMPHJFT
 JO PSEFS UP
BDIJFWF HSFBUFS áFYJCJMJUZ JO DJSDVJU EFTJHO BOE QBTTJWBUJPO BOE
UP VTF CVML OBOPNBDIJOJOH NFUIPET UP SFBMJ[F OBOP426*%
DBOUJMFWFST UIBU BSF DPNQBUJCMF XJUI MPX UFNQFSBUVSF IJHI�
SFTPMVUJPO TDBOOJOH TZTUFNT�

/BOPCSJEHF +PTFQITPO KVODUJPOT 	++T
 BMMPX UIF NJOJBUVS�
J[BUJPO PG TVQFSDPOEVDUJOH EFWJDFT UP B TDBMF UIBU JT MJNJUFE
POMZ CZ UIF SFTPMVUJPO PG OBOPTUSVDUVSJOH UFDIOPMPHJFT� 4JODF
UIF +PTFQITPO FGGFDU XBT àSTU EFNPOTUSBUFE JO ��� µN XJEF
A%BZFN� CSJEHFT <�>
 UIF TQBUJBM SFTPMVUJPO PG OBOPTUSVDUVSJOH
UFDIOPMPHJFT IBT JNQSPWFE CZ B GBDUPS PG ∼����
 QSPWJE�
JOH OFX PQQPSUVOJUJFT GPS OBOPTDBMF QBUUFSOJOH 	TFF
 F�H�
<�
 �>
� 1SPHSFTT JO OBOPGBCSJDBUJPO IBT BMTP SFTVMUFE JO B
SFOBJTTBODF JO UIF BQQMJDBUJPO PG OBOPCSJEHF ++T JO TVQFSDPO�
EVDUJOH FMFDUSPOJDT
 XIJDI XBT EPNJOBUFE GPS BMNPTU GPVS
EFDBEFT NBJOMZ CZ TVQFSDPOEVDUPS�JOTVMBUPS�TVQFSDPOEVDUPS
	4*4
 UVOOFM ++T CBTFE PO /C�"M0Y�/C IFUFSPTUSVD�
UVSFT <��
 ��> PS PO PWFSEBNQFE ++T
 XIJDI DBO CF
SFBMJTFE JO UIF GPSN PG TVQFSDPOEVDUPS�OPSNBM NFUBM�
TVQFSDPOEVDUPS PS TVQFSDPOEVDUPS�JOTVMBUPS�OPSNBM NFUBMm
JOTVMBUPS�TVQFSDPOEVDUPS NVMUJMBZFS TUSVDUVSFT <��>� 'VSUIFS
NJOJBUVSJ[BUJPO PG 4*4 ++T GBDFT MJNJUBUJPOT JO DSJUJDBM DVSSFOU
EFOTJUZ +D ∼= �� L" DN−� UIBU SFTVMU JO B UPP MPX DSJUJDBM
DVSSFOU *D GPS �� × �� ON ++T� *D ∼= �� O" # *5 ∼= ��� O"

XIFSF *5 JT UIF UIFSNBM áVDUVBUJPO DVSSFOU UIBU DPSSFTQPOET UP
B +PTFQITPO FOFSHZ PG &+ ∼ L#5 BU BO PQFSBUJOH UFNQFSBUVSF
PG 5 = ��� ,� 5IF DSJUJDBM DVSSFOU EFOTJUZ PG OBOPCSJEHF ++T
JT NVDI IJHIFS
 BQQSPBDIJOH UIF EFQBJSJOH DVSSFOU EFOTJUZ PG
∼�� ." DN−� GPS /C UIJO àMNT�

1MBOBS UFDIOJRVFT CBTFE PO FMFDUSPO CFBN MJUIPHSBQIZ DBO
CF VTFE UP QBUUFSO /C àMNT XJUI �� ON TQBUJBM SFTPMVUJPO
<��>
 XIJDI JT PO UIF PSEFS PG UIF DPIFSFODF MFOHUI GPS /C
UIJO àMNT <��>� -POH�UFSN TUBCJMJUZ PG QMBOBS OBOP426*%T DBO
UIFO CF SFBMJ[FE CZ EFQPTJUJOH B QBTTJWBUJPO MBZFS BOE QSF�
WFOUJOH NFDIBOJDBM EBNBHF UP UIF OBOP426*% CZ BWPJEJOH
EJSFDU DPOUBDU XJUI UIF PCKFDU VOEFS TUVEZ� 5IF GBCSJDBUJPO
PG 426*% MPPQT UIBU BSF UIJDLFS UIBO UIF OBOPCSJEHFT MFBET
UP BO JODSFBTFE áVY NPEVMBUJPO EFQUI BOE NVDI CFUUFS TQJO
TFOTJUJWJUZ <��>�

)FSF
 XF VTF FMFDUSPO CFBN MJUIPHSBQIZ BOE IJHIMZ TFMFDU�
JWF SFBDUJWF JPO FUDIJOH 	3*&
 UP NBOVGBDUVSF OBOP426*%T
UIBU IBWF TVCNJDSPNFUFS MBUFSBM EJNFOTJPOT PO B 4J DBOUJMFWFS
DIJQ� 0VS BQQSPBDI JOWPMWFT UIF GBCSJDBUJPO PG OBOP426*%T

'JHVSF �� 4DIFNBUJD EJBHSBNT TIPXJOH UIF GBCSJDBUJPO QSPDFTT GPS
UIF OBOP426*% DBOUJMFWFST� 	B
 UIJOOJOH PG TVCTUSBUF� 	C
 EFQPTJUJPO
PG /C àMN� 	D
 TUSVDUVSJOH PG OBOP426*%T� 	E
 QSFQBSBUJPO PG
TVTQFOEFE DBOUJMFWFST�

XJUI OBOPCSJEHF ++T BOE CVML OBOPNBDIJOJH PG 4J DBOUJMFWFST

JO PSEFS UP NBLF SPCVTU TFOTPST XJUI B DVTUPNJ[BCMF MBZPVU�
5IF HPBM JT UP QMBDF B QMBOBS OBOP426*% XJUIJO � µN PG
UIF DPSOFS PG B TFMG�NBEF 4J DBOUJMFWFS
 JO PSEFS UP CF BCMF
UP BQQSPBDI JU UP BO PCKFDU BU B QJUDI BOHMF PG ��◦ BOE BU B
EJTUBODF PG MFTT UIBO ��� ON GSPN JU� 5IF DPSOFS PG UIF DBO�
UJMFWFS XJMM UIFO CF DMPTFS UP UIF PCKFDU UIBO UIF OBOP426*%

FWFO BU TNBMMFS QJUDI BOHMFT
 QSFWFOUJOH UIF OBOP426*% GSPN
TVGGFSJOH NFDIBOJDBM EBNBHF�

�� &YQFSJNFOUBM EFUBJMT BOE SFTVMUT

���� %FFQ FUDIJOH PG 4J TVCTUSBUFT GPS UIF QSFQBSBUJPO PG
OBOP426*% DBOUJMFWFST

/BOP426*% DBOUJMFWFST XFSF QSFQBSFE PO ��× ��× ����NN
4J 	���
 TVCTUSBUFT DPWFSFE CZ �� ON UIJDL MBZFST PG 4J0�� 5IF
GBCSJDBUJPO TUFQT GPS UIF OBOP426*% DBOUJMFWFST BSF TIPXO
TDIFNBUJDBMMZ JO àHVSF �� 5IF FEHFT PG UIF TVCTUSBUFT XFSF PSJ�
FOUFE BMPOH 	���
 BOE 	���
 DSZTUBM QMBOFT PG 4J� 5IF TVCTUSBUFT
XFSF DMFBOFE JO BO VMUSBTPOJD CBUI TVDDFTTJWFMZ JO BDFUPOF

QSPQBOPM BOE EPVCMF�EJTUJMMBUFE EFJPOJ[FE 	%*
 XBUFS BOE ESJFE
CZ CMPXJOHXJUI/�
 CFGPSF JOTUBMMBUJPO JO UIF DIBNCFS PG B 3*&
NBDIJOF 	1MBTNBMBC 4ZTUFN ��� 0YGPSE *OTUSVNFOUT
 JO UIF
DMFBO SPPN PG UIF )FMNIPMU[ /BOP 'BDJMJUZ 	)/'
 'PSTDIVOH�
T[FOUSVN +ÛMJDI <��>�

#Z VTJOH B ���8 JOEVDUJWFMZ DPVQMFE QMBTNB 	*$1
 JO QVSF
4'� HBT BOE RVBSU[ TIBEPX NBTLT
 UIF � × � NN BSFB JO UIF
NJEEMF PG UIF CBDL TJEF PG FBDI 4J TVCTUSBUF XBT FUDIFE GPS
� I VOUJM B SFTJEVBM UIJDLOFTT PG UIF 4J TVCTUSBUF PG ∼�� µN
XBT BUUBJOFE JO UIJT BSFB 	àHVSFT �	B
 BOE �
� 5IF FEHFT PG UIF
TVCTUSBUFT XFSF DPWFSFE CZ B CVML RVBSU[ TIBEPXNBTL
 TP UIBU
UIF FEHFT BOE GSPOU TJEFT PG UIF TVCTUSBUFT XFSF QSPUFDUFE GSPN
FUDIJOH BOE SFNBJOFE QSJTUJOF�

1BSU PG B DSPTT�TFDUJPO PG B 4J TVCTUSBUF BGUFS 3*& JT TIPXO
JO UIF GPSN PG B TDBOOJOH FMFDUSPO NJDSPTDPQF 	4&.
 JNBHF
JO àHVSF �� 5BLJOH JOUP BDDPVOU UIF NVDI TMPXFS FUDI SBUF PG
4J0�
 UIF BDIJFWFE FUDI SBUF PG QVSF 4J VOEFS UIFTF DPOEJUJPOT
JT ∼� µN NJO−��

"T BO BMUFSOBUJWF UP UIF RVBSU[ TIBEPX NBTLT
 XF UFTUFE
NBTLT UIBU IBE CFFO QBUUFSOFE MJUIPHSBQIJDBMMZ GSPN VQ UP

�
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'JHVSF �� 4&. JNBHF PG B DSPTT�TFDUJPO PG B 4J TVCTUSBUF BGUFS � I
PG 3*& JO 4'� HBT BU B QPXFS PG ��� 8 PG UIF *$1�

��� µN�UIJDL OFHBUJWF 46�� SFTJTU� 8F DPBUFE TVCTUSBUFT XJUI
46�� ���� SFTJTU XJUIPVU VTJOH B TQJO DPBUFS BOE BDIJFWFE B áBU
DPWFSBHF XJUI B UZQJDBM UIJDLOFTT PG ��� µN JO UIF NJEEMF PG
UIF TVCTUSBUFT
 XJUIPVU BOZ FEHF CFBET� 4USVDUVSJOH PG UIF 46��
SFTJTU XBT QFSGPSNFE XJUI B � NJO FYQPTVSF VTJOH B .FHB�6,
67�FYQPTVSF VOJU� 3*& XJUI ��� 8 *$1 XBT VTFE GPS EFFQ
FUDIJOH PG UIF 4J TVCTUSBUFT BOE SFTVMUFE JO UIF TBNF FUDI SBUF

CVU JO EFHSBEBUJPO PG UIF FEHFT PG UIF TVCTUSBUFT� 5IFSFGPSF

GPS NPTU PG UIF TBNQMFT UIJOOJOH PG UIF NJEEMF QBSUT PG UIF
TVCTUSBUFT XBT QFSGPSNFE VTJOH UIF RVBSU[ TIBEPX NBTLT�

���� %FQPTJUJPO BOE DIBSBDUFSJ[BUJPO PG /C UIJO àMNT

" CBTF WBDVVN QSFTTVSF JO UIF POF IFBE TQVUUFSJOH NBDIJOF
PG � × ��−� NCBS XBT BDIJFWFE CZ VTJOH "HJMFOU PJM�GSFF
UVSCP BOE TDSPMM�WBDVVN QVNQT� %FQPTJUJPO PG /C àMNT
POUP UIF UIJOOFE TVCTUSBUFT 	àHVSF �	C

 XBT QFSGPSNFE BU
SPPN UFNQFSBUVSF VTJOH QVMTFE %$ NBHOFUSPO TQVUUFSJOH JO
B MBNJOBS áPX PG QVSF 	��������
 "S BU ∼� × ��−� NCBS�
4VQFSDPOEVDUJOH USBOTJUJPO UFNQFSBUVSFT 5D PG CFUXFFO ���
BOE ��� , XFSF NFBTVSFE GPS EJGGFSFOU UIJDLOFTTFT PG /C
àMNT VTJOH B 2VBOUVN %FTJHO 1IZTJDBM 1SPQFSUZ .FBTVSF�
NFOU 4ZTUFN 	11.4
 <��>� 'JGUFFO OBOPNFUFST UIJDL /C àMNT
XFSF NFBTVSFE UP IBWF 5D

∼= ��� , 	TFF àHVSF �

 XIJDI JT
MPXFS UIBO GPS /C àMNT EFQPTJUFE PO JPO�CFBN�DMFBOFE TVC�
TUSBUFT CZ FMFDUSPO CFBN FWBQPSBUJPO <��>� 5IF DFOUSBM BSFB JO
UIF GPVS�QPJOU NFBTVSFNFOU DPOàHVSBUJPO IBT B XJEUI�MFOHUI
SBUJP PG �� 3FEVDJOH UIF UIJDLOFTT PG UIF /C àMN SFTVM�
UFE JO B CSPBEFS TVQFSDPOEVDUJOH USBOTJUJPO BOE B SFEVDUJPO
JO 5D� 8JUIPVU QBTTJWBUJPO
 UIF VMUSBUIJO /C àMNT EFHSBEFE
XIFO UIFZ XFSF TUPSFE VOEFS BNCJFOU DPOEJUJPOT JO UIF
MBCPSBUPSZ <��>�

" � ON UIJDL MBZFS PG 5J XBT EFQPTJUFE POUP UIF /C àMN UP
QSPNPUF UIF BEIFTJPO PG IZESPHFO TJMTFTRVJPYBOF 	)42
 FMFD�
USPO CFBN SFTJTU EVF UP UIF GPSNBUJPO PG 5Jm0 CPOET CFUXFFO
UIF SFBDUJWF 5J BOE UIF BWBJMBCMF 0 BUPNT JO UIF )42 SFTJTU
<��>� 5IF QPTTJCJMJUZ UIBU 5Jm4J CPOET BMTP GPSN BU UIF JOUFSGBDF
CFUXFFO 5J BOE )42 BT B SFTVMU PG FMFDUSPO CFBN FYQPTVSF JT
BMTP BEWBOUBHFPVT GPS SFTJTU BEIFTJPO�

'JHVSF �� 5FNQFSBUVSF EFQFOEFODF PG UIF SFTJTUBODF 3	5
 PCUBJOFE
GPS B �� ON UIJDL /C àMN� 5IF SFTJTUJWJUZ PG UIF àMN JT ∼� 0IN DN
BU �� ,�

���� 1SFQBSBUJPO PG /C OBOP426*%T

5IF TBNQMFT XFSF TQJO DPBUFE XJUI ∼�� ON PG �� )42
FMFDUSPO CFBN SFTJTU JNNFEJBUFMZ BGUFS EFQPTJUJPO PG UIF
BEIFTJPO�QSPNPUJOH 5J MBZFS BOE CBLFE GPS � NJO BU �� ◦$�
5IF )42 SFTJTU XBT FYQPTFE UP B GPDVTFE FMFDUSPO CFBN VTJOH
BO BDDFMFSBUJOH WPMUBHF PG ��� L7
 B DVSSFOU PG �� O" BOE B
EPTF PG ��� N$ DN−�� " QPTU�FYQPTVSF CBLF XBT QFSGPSNFE
GPS � NJO BU ��� ◦$� 5IF SFTJTU XBT EFWFMPQFE JO ��� 5.")
GPS � NJO JO BO VMUSBTPOJD CBUI
 CFGPSF SJOTJOH UIF TBNQMF JO %*
XBUFS JO BO VMUSBTPOJD CBUI GPS ��� NJO
 GPMMPXJOH CZ SJOTJOH
JO áPXJOH %* XBUFS GPS � NJO� $POUBDU QBET XFSF NBEF GSPN
�� ON UIJDL 1U àMNT UIBU XFSF EFQPTJUFE VTJOH %$ NBHOFU�
SPO TQVUUFSJOH UISPVHI B 5J TIBEPX NBTL PWFS UIF )42 MJOFT

MFBEJOH UP UIF OBOP426*% TUSVDUVSF�

5IF /C àMNT
 JODMVEJOH UIF BEIFTJPO�QSPNPUJOH 5J àMN

XFSF QBUUFSOFE 	àHVSF �	D

 VTJOH 3*& JO UIF DMFBO SPPN PG
UIF )/' <��> VTJOH QVSF 4'� HBT XJUI �� 8 PG 3' QMBTNB
XJUIPVU *$1
 QSPWJEJOH B IJHI TFMFDUJWJUZ PG BQQSPYJNBUFMZ ��
GPS FUDIJOH UIF /C BOE 5J àMNT DPNQBSFE UP UIF )42 SFTJTU�
4VDI B IJHI TFMFDUJWJUZ PG 3*& BMMPXFE UIF VTF PG B WFSZ UIJO
	∼�� ON UIJDL
 )42 SFTJTU UP BDIJFWF B SFTPMVUJPO GPS UIF /C
OBOPCSJEHFT EPXO UP ∼�� ON 	TFF àHVSF � BOE <��>
� "T UIF
FUDI SBUF PG 1U VOEFS TVDI 3*& DPOEJUJPOT JT OFHMJHJCMF
 UIF
1U DPOUBDU QBET QSPUFDUFE UIF VOEFSMZJOH /C àMN GSPN 3*&�
%VSJOH 3*&
 UIF TBNQMFT XFSF QMBDFE GSFFMZ PO B RVBSU[ QMBUF
DPPMFE GSPN UIF CBDL TJEF XJUI IFMJVN�

$POUBDU QBET DPOTJTUJOH PG B �� ON UIJDL MBZFS PG 1U BOE B
��� ON UIJDL MBZFS PG "V XFSF EFQPTJUFE UISPVHI B 5J TIBEPX
NBTL� 5IF OBOP426*%T XFSF DPWFSFE CZ B ��� ON UIJDL 4J
àMN
 XIJDI 	B
 QSFWFOUFE PYJEBUJPO PG UIF /C OBOPCSJEHFT�
	C
 JNQSPWFE IFBU SFNPWBM GSPN UIF OBOPCSJEHFT EVSJOH PQFS�
BUJPO PG UIF OBOP426*%T� 	D
 QSPUFDUFE UIF OBOPCSJEHFT GSPN
CVSOPVU EVF UP PDDBTJPOBM FMFDUSPTUBUJD EJTDIBSHFT BU SPPN UFN�
QFSBUVSF <��>� 1JFDFT PG *O QMBDFE PO UIF DPOUBDU QBET CFGPSF
EFQPTJUJPO PG 4J DPVME CF FBTJMZ NFDIBOJDBMMZ CPOEFE VTJOH

�
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'JHVSF �� 4&. JNBHF PG UIF MPPQ PG UIF OBOP426*%
 XJUI ∼�� ON
XJEF /C OBOPCSJEHF ++T�

"M PS "H XJSFT UISPVHI UIF QBTTJWBUJOH MBZFS PG 4J
 JO PSEFS UP
QSPWJEF HBMWBOJD DPOUBDUT GSPN UIF OBOP426*%T UP B 2VBOUVN
%FTJHO NFBTVSFNFOU TZTUFN PS UIF %$ 426*% DPOUSPM
FMFDUSPOJDT�

���� 1SFQBSBUJPO PG OBOP426*% DBOUJMFWFS DIJQT

" QMBOBS OBOP426*% TIPVME CF QMBDFE POUP B DBOUJMFWFS DIJQ
UIBU BMMPXT GPS B TVGàDJFOUMZ TNBMM EJTUBODF UP BO JOWFTUJHBUFE
PCKFDU JO B TDBOOJOH TZTUFN� .JDSPNFUFS�TJ[F 426*%T 	TFF

F�H� <�
 ��
 ��>
 DBO CF NFDIBOJDBMMZ DVU PVU BOE GPSNFE VTJOH
B EJBNPOE TBX BOE ���� HSJU TBOEQBQFS XJUI B QSFDJTJPO EPXO
UP BCPVU ∼�� µN
 XIJDI JT MJNJUFE CZ UIF HSBJO TJ[F JO UIF
TBOEQBQFS PG ∼� µN BOE CZ UIF CSJUUMFOFTT PG UIF 4J� TFF <��>
BOE àHVSF �� 5IF 4J0� MBZFS PO UIF TVSGBDF PG UIF 4J TVCTUSBUF
JODSFBTFT UIF SPVHIOFTT PG UIF NFDIBOJDBMMZ�HSPVOE DPSOFS PG
UIF DBOUJMFWFS DPOTJEFSBCMZ� 5IF VTF PG àOFS TBOEQBQFS EJE OPU
IFMQ UP SFEVDF UIF SPVHIOFTT PG UIF DPSOFS PG UIF DBOUJMFWFS
GVSUIFS�

" TUBOEBSE NFUIPE GPS CVML NJDSPNBDIJOJOH PG 4J TVC�
TUSBUFT JT UIF EFFQ 3*& #PTDI QSPDFTT <��>� 5IF #PTDI QSPDFTT
JT SFMBUJWFMZ TMPX BOE SFTVMUT JO SPVHIOFTT PG ��� µN BU BO FUDI
SBUF PG ∼�� µN I−� <��
 ��>� 3*& JO QVSF 4'� HBT XJUIPVU UIF
BQQMJDBUJPO PG *$1 IBT B DPNQBSBCMF FUDI SBUF�

5IF OBOP426*%T XFSF DPWFSFE CZ B∼� µN UIJDL OFHBUJWF
SFTJTU O-0'����
 XIJDI XBT FYQPTFE VTJOH BO FMFDUSPO CFBN
XJUI B EPTF PG �� µ$ DN−� PWFS UIF ���� × ���� NN BSFB PG
UIF OBOP426*% BOE JUT FMFDUSPEFT
 JODMVEJOH UIF DPOUBDU QBET
PO UIF DBOUJMFWFS� 5IF EJTUBODF CFUXFFO UIF OBOP426*% BOE
UIF FEHFT PG UIF PWFSMBQQJOH QIPUPSFTJTU NBTL XBT �� µN PO
FBDI TJEF
 JO PSEFS UP DPNQFOTBUF GPS UIF VOEFSDVU JO UIF 4J
TVCTUSBUF EVSJOH 3*&� 3*& XBT QFSGPSNFE VTJOH QVSF 4'� HBT
XJUI ��8 PG SBEJP GSFRVFODZ 	3'
 QMBTNB XJUIPVU *$1
 XIJDI
QSPWJEFT B IJHI TFMFDUJWJUZ PG NPSF UIBO �� GPS EFFQ FUDIJOH PG
4J SFMBUJWF UP UIF FUDI SBUF PG UIF O-0'���� SFTJTU�

5IF FUDI SBUF GPS 4J JO UIF 4'� 3' QMBTNB XBT∼�� µN I−�

JO B EJSFDUJPO OPSNBM UP UIF TVCTUSBUF TVSGBDF BOE∼�� µN I−�

'JHVSF �� 4&. JNBHF PG B OBOP426*% QMBDFE XJUIJO B GFX
NJDSPNFUFST GSPN UIF DPSOFS PG B 4J DBOUJMFWFS DIJQ VTJOH HSJOEJOH
XJUI ���� HSJU TBOEQBQFS�

'JHVSF �� 4&. JNBHF PG UIF DPSOFS PG UIF TUFQ PO UIF 4J TVCTUSBUF
DPWFSFE CZ �� ON PG 4J0� BGUFS � I PG 3*& JO QVSF 4'� HBT� 5IF
SFTJTU JT SFNPWFE CZ BO PYZHFO QMBTNB�

JO UIF VOEFSDVU EJSFDUJPO� 'JHVSF � TIPXT BO 4&. JNBHF PG UIF
DPSOFS PG UIF FUDIFE BSFB PG B 4J DIJQ DPWFSFE CZ B �� ON 4J0�

MBZFS BGUFS � I PG 3*& JO QVSF 4'� HBT BU �� 8 3' QPXFS� 5IF
NBTL PG UIF O-0'���� SFTJTU XBT SFNPWFE CZ VTJOH BO PYZHFO
QMBTNB� 5IJT QSPDFTT SFTVMUT JO B �� ON UIJDL 4J0� ADBOPQZ�
IBOHJOH PWFS UIF VOEFSDVU BSFB PG UIF FUDIFE 4J TVCTUSBUF� 5IF
DPSOFS PG UIF TUFQ JO UIF 4J TVCTUSBUF IBT B SBEJVT PG DVSWBUVSF
BU UIF UJQ PG ���� ON BOE BO FYBDUMZ ��◦ BOHMF
 XIJDI XPVME
OPU CF QPTTJCMF CZ FUDIJOH 4J JO ,0)�

�
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'JHVSF �� 4&. JNBHF PG UIF DPSOFS PG B 4J DIJQ BGUFS ∼� I PG 3*& JO
QVSF 4'� HBT BU BO 3' QPXFS PG �� 8�

5IF PCTFSWFE 4J FUDI EFQFOET PO UIF FUDIJOH EVSBUJPO BOE
JT SFEVDFE TJHOJàDBOUMZ JG UIF FUDIJOH UJNF JT MFTT UIBO �� NJO�
5IJT CFIBWJPS NBZ CF BTTPDJBUFE XJUI IFBUJOH PG UIF TBNQMF
EVSJOH 3*&
 XJUI B IJHIFS TBNQMF UFNQFSBUVSF MFBEJOH UP B
IJHIFS FUDIJOH SBUF�

3*& XBT QFSGPSNFE JO TFWFSBM TUFQT UP DIFDL UIF EJTUBODF
CFUXFFO UIF OBOP426*%T BOE UIF VOEFSDVU FEHFT CZ VTJOH B
-FJDB */. ��� PQUJDBM NJDSPTDPQF BU JUT IJHIFTU NBHOJàDB�
UJPO PG ����×� "GUFS HFUUJOH UIF VOEFSDVU FEHFT DMPTF FOPVHI
UP UIF OBOP426*%
 UIF TBNQMFT XBT DMFBOFE JO BDFUPOF VTJOH
VMUSBTPOJD BHJUBUJPO UP QBSUJBMMZ SFNPWF SFTJEVBMT GSPN UIF SFT�
JTU BOE UIF 4J0� ADBOPQZ�
 BOE SJOTFE JO JTPQSPQBOPM BOE %*
XBUFS� 5IF SFTU PG UIF O-0'���� SFTJTU XBT SFNPWFE CZ VTJOH
BO PYZHFO QMBTNB� 5IF SFTVMU XBT B ∼�� µN IJHI TUFQ PO
UIF 4J TVCTUSBUF
 XJUI UIF DPSOFS QMBDFE XJUIJO ∼� µN PG UIF
OBOP426*%
 BT TIPXO JO àHVSF �� 5IF DPSOFS PG UIF DIJQ
BEKBDFOU UP UIF OBOP426*% TFSWJOH BT UIF DBOUJMFWFS UJQ IBT
B SBEJVT PG DVSWBUVSF PG ���� ON� 5IF TJEFT BSF BU FYBDUMZ ��◦

UP FBDI PUIFS BOE QBSBMMFM UP UIF UXP FYUSFNF FMFDUSPEFT PG UIF
OBOP426*%�

5IF GSPOU TJEF PG UIF TBNQMF XBT DPWFSFE CZ B∼��µN UIJDL
QIPUPSFTJTU MBZFS BOE UIF TBNQMF XBT FUDIFE GSPN UIF CBDL
TJEF VTJOH 3*& BU �� 8 XJUIPVU *$1 VOUJM UIF 4J TVCTUSBUF IBE
CFFO FUDIFE UIPVHI JO UIF NJEEMF
 XJUI UIF OBOP426*% DIJQ
SFNBJOJOH XFBLMZ BEIFSFE UP UIF 4J GSBNF BSPVOE UIF TVCTUSBUF
QFSJNFUFS 	àHVSF �	E

� 5IF SFTJTU XBT SFNPWFE VTJOH BO PYZ�
HFO QMBTNB BOE UIF JOEJWJEVBM OBOP426*% DIJQT XFSF DMFBWFE
GSPN UIF GSBNF VTJOH àOF UXFF[FST PS B TDBMQFM CMBEF
 BT TIPXO
JO àHVSF ��

5IF OBOP426*% DIJQ XBT HMVFE BOE CPOEFE UP B áFYJCMF
QSJOUFE DJSDVJU CPBSE 	1$#
 NBEF PO �� µN UIJDL ,BQUPO
GPJM GPS GVSUIFS NFBTVSFNFOUT BOE JOUFHSBUJPO JOUP B TDBO�
OJOH TZTUFN
 BT TIPXO JO àHVSF �� *	7
 DIBSBDUFSJTUJDT PG UIF
OBOP426*%T PO UIF DBOUJMFWFS XFSF NPEVMBUFE CZ VTJOH B EJS�
FDUMZ JOKFDUFE PS FYUFSOBMMZ BQQMJFE NBHOFUJD àFME áVY�

'JHVSF �� TIPXT UIF EFQFOEFODF 7	#
 PG UIF WPMUBHF
7 NFBTVSFE PO UIF OBOP426*% PO UIF FYUFSOBMMZ BQQMJFE

'JHVSF �� 4&. JNBHF PG B �× � NN 4J DBOUJMFWFS DIJQ XJUI DPOUBDU
QBET PO UISFF DPSOFST BOE B OBOP426*% BU UIF GPVSUI 	MPXFS MFGU

DPSOFS�

'JHVSF �� 4&. JNBHF PG B OBOP426*% QMBDFE PO B ,BQUPO 1$#�

NBHOFUJD àFME # SFDPSEFE VTJOH B 11.4� 5IF NFBTVSFNFOUT
XFSF QFSGPSNFE BU UIF PQUJNBM PQFSBUJOH UFNQFSBUVSF GPS UIJT
OBOP426*% PG � ,
 BU XIJDI UIF DVSSFOUmWPMUBHF DIBSBD�
UFSJTUJDT BSF OPO�IZTUFSFUJD BOE UIF WPMUBHF NPEVMBUJPO PG
UIF OBOP426*% BDIJFWFT JUT NBYJNBM QFBL�UP�QFBL WBMVF PG
BQQSPYJNBUFMZ �� µ7 BU B CJBT DVSSFOU PG *# = �� µ"� 5IJT
UFNQFSBUVSF DBO BMTP CF NBJOUBJOFE JO UIF QSPQPTFE TDBOOJOH
TZTUFN
 JO XIJDI UIF OBOP426*% XJMM CF QMBDFE JO B DIBNCFS
UIBU JT UIFSNBMMZ TFQBSBUFE GSPN B MJRVJE IFMJVN SFTFSWPJS�

5IF UFDIOPMPHZ EFTDSJCFE BCPWF DBO QPUFOUJBMMZ CF VTFE GPS
UIF QSFQBSBUJPO PG FMFDUSPOJD DJSDVJUT
 TVDI BT TVQFSDPOEVDUJOH
OBOPTUSVDUVSFT PO FMFDUSPO�USBOTQBSFOU NFNCSBOFT GPS USBOT�
NJTTJPO FMFDUSPO NJDSPTDPQZ� #Z VTJOH BO PGGTFU JO QPTJUJPO
PG UIF QIPUPSFTJTU NBTL
 UIF VOEFSDVU BSFB DBO CF FYUFOEFE
VOEFS UIF FMFDUSPOJD DJSDVJUT
 XIJDI SFNBJO IBOHJOH PO UIF
ADBOPQZ� PWFS UIF VOEFSDVU BSFB PG UIF FUDIFE 4J TVCTUSBUF�
"O FYBNQMF PG B OBOP426*%�PO�NFNCSBOF DPNCJOBUJPO JT
TIPXO JO àHVSF ���

�
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'JHVSF ��� 7	#
�EFQFOEFODF PG UIF OBOP426*% NBEF PO B
� NN × � NN × �� µN DBOUJMFWFS DIJQ NFBTVSFE BU � , VTJOH B
11.4 GSPN 2VBOUVN %FTJHO�

'JHVSF ��� 4&. JNBHF PG B OBOP426*% QMBDFE XJUIJO B EJTUBODF PG
��� ON GSPN UIF DPSOFS PG B 4J DBOUJMFWFS DIJQ PO B �� ON UIJDL
4J0� NFNCSBOF�

5IF GBCSJDBUPO PG ++T JO UIF GPSN PG OBOPCSJEHFT BMMPXT UIF
QSPEVDUJPO PG TVGàDJFOUMZ UIJO BDUJWF TVQFSDPOEVDUJOH DJSDVJUT
UIBU EP OPU EFUFSJPSBUF PS EFGPSN PO POMZ �� ON UIJDL 4J0�

PS 4J/ NFNCSBOFT UIBU BSF USBOTQBSFOU UP FMFDUSPOT� 5IF MPX
FOFSHZ EJTTJQBUJPO JO UIF TVQFSDPOEVDUJOH DJSDVJUT QSPWJEFT BO
BEEJUJPOBM BEWBOUBHF GPS UIFJS PQFSBUJPO PO B UIJO NFNCSBOF JO
UIF VMUSB IJHI WBDVVN DPOEJUJPOT PG BO FMFDUSPO NJDSPTDPQF�

�� %JTDVTTJPO

#VML OBOPNBDIJOJOH PG B 4J DIJQ XJUI /C OBOP426*%T QMBDFE
XJUIJO � µN GSPN JUT DPSOFS IBT CFFO SFBMJ[FE XJUIPVU VTJOH
UIF 4J/ IBSENBTLT UIBU BSF UZQJDBM GPS CVMLNJDSPNBDIJOJOH PG

4J JO.JDSP�&MFDUSP�.FDIBOJDBM 4ZTUFNT 	.&.4
 UFDIOPMPHZ
<��>� 0OMZ B �� ON�UIJDL OBUJWF 4J0� MBZFS XBT VTFE BT B TUPQ
MBZFS GPS 3*& PG UIF /C àMN BOE BT B TVQQPSUJOH NFNCSBOF GPS
UIF OBOP426*%� /FJUIFS NFDIBOJDBM QPMJTIJOH OPS UIF #PTDI
QSPDFTT BMMPXFE GPS UIF GBCSJDBUJPO PG OBOP426*% DIJQT XJUI
TVCNJDSPNFUFS QSFDJTJPO�

"GUFS QSF�UIJOOJOH VTJOH IJHI QPXFS 3*&
 UIF 4J TVC�
TUSBUFT TUJMM IBWF VOEBNBHFE GSPOUTJEF TVSGBDFT
 XIJDI BSF
TVJUBCMF GPS UIF EFQPTJUJPO PG VMUSB�UIJO /C àMNT� " GVSUIFS
VTFGVM DPOTFRVFODF PG UIF IJHI QPXFS 3*& QSPDFTT JT UIF
WFSZ HFOUMF TMPQF PG UIF FUDIFE BSFB SFMBUJWF UP UIF GSPOUTJEF
QMBOF� 5IF NJEEMF QBSU PG UIF QSF�UIJOOFE TVCTUSBUF JT UIFO B
GFX NJDSPNFUFST UIJOOFS UIBO VOEFS UIF PQQPTJUF DPSOFST PG
UIF OBOP426*% DIJQT� 5IJT TJUVBUJPO BMMPXT UIF OBOP426*%
DIJQT UP CF TUPSFE XIJMF UIFZ BSF àYFE JOTJEF UIF GSBNF
PG UIF VOFUDIFE CPSEFST PG UIF �� × �� NN TVCTUSBUF BOE
SFMFBTFE VTJOH B TDBMQFM CMBEF
 CFGPSF JOTUBMMBUJPO JO B TDBO�
OJOH OBOP426*% NFBTVSFNFOU TZTUFN�

5IF OBOPCSJEHF ++T FYIJCJU B DSJUJDBM DVSSFOU EFOTJUZ
+D ∼= �� µ"�	�� ON
� ∼= �� ." DN−� UIBU JT PQUJNBM GPS
/C OBOP426*%T� 5IF EFQBJSJOH DSJUJDBM DVSSFOU BOE BTTPDJ�
BUFE UIFSNBM IZTUFSFTJT MPPQ BSF PCTFSWFE BU ∼� UJNFT IJHIFS
CJBT DVSSFOU� 5IJT PQUJNBM WBMVF PG +D JT NVDI IJHIFS UIBO UIF
UZQJDBM WBMVFT PG DSJUJDBM DVSSFOU EFOTJUZ UIBU BSF NFBTVSFE JO
IJHI RVBMJUZ 4*4 UVOOFM ++T PG +D ∼ ��� " DN−� <��> BOE
��� L" DN−� <��> JO UIF IJHI RVBMJUZ MPX�5D 426*%T�

���� 0QFSBUJOH QSJODJQMF PG OBOPCSJEHF ++T

5IF NVDI IJHIFS DSJUJDBM DVSSFOU EFOTJUZ JO UIF OBOPCSJEHF ++T
JT BTTPDJBUFE XJUI UIF EJGGFSFOU QIZTJDBM OBUVSF PG UIF USBOTQPSU
PG $PPQFS QBJST
 BT DPNQBSFE UP UIF EPNJOBOU DPOUSJCVUJPO PG
UVOOFMJOH DVSSFOU�USBOTQPSU NFDIBOJTN JO UIF TVQFSDVSSFOU JO
4*4 UVOOFM ++T 	TFF <��
 ��>
 FUD
� 5IF (JO[CVSHm-BOEBV 	(-

FRVBUJPO
 XIJDI JT BQQSPQSJBUF GPS OBOPCSJEHF ++T
 DBO CF XSJU�
UFO JO B POF�EJNFOTJPOBM BQQSPYJNBUJPO JO UIF GPSN <��m��>

ξ�
E�G
E Y�

+ G− G � = �,(�)

XIFSF ξ JT UIF DPIFSFODF MFOHUI BOE G=Ψ/Ψ∞ JT UIF OPS�
NBMJ[FE PSEFS QBSBNFUFS� *O UIF DBTF PG B TIPSU MFOHUI PG OBO�
PCSJEHF - # ξ
 UIF àSTU UFSN EPNJOBUFT BOE UIF FRVBUJPO JT
SFEVDFE UP -BQMBDF�T FRVBUJPO E�G�E Y� = �
 GPS XIJDI UIF TPMV�
UJPO JT UIF MJOFBS GVODUJPO G = B + CY
 XJUI Y SBOHJOH GSPN
� UP -�

G=
(
�− Y

-

)
+
( Y
-

)
FJ∆ϕ,

XIFSF ∆ϕ JT UIF QIBTF EJGGFSFODF CFUXFFO UIF XBWF GVOD�
UJPOT JO UIF FMFDUSPEFT� *OTFSUJPO PG UIF MBUUFS FRVBUJPO GPS G
JOUP UIF (- FRVBUJPO GPS UIF TVQFSDPOEVDUJOH DVSSFOU *T SFTVMUT
JO UIF +PTFQITPO DVSSFOU�QIBTF EFQFOEFODF *T = *DTJO	∆ϕ
�
5IF JOáVFODF PG RVBOUVN áVDUVBUJPOT PO UIF PQFSBUJPO PG
OBOP426*%T DBO CF OFHMFDUFE EVF UP UIF IJHI PQFSBUJOH UFN�
QFSBUVSF PG %BZFN�UZQF /C OBOPCSJEHF ++T
 XIJDI JT VTVBMMZ
XJUIJO ∼��� CFMPX 5D PG UIF VTFE /C àMN�

�
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'JHVSF ��� 3FTVMU PG B OVNFSJDBM DBMDVMBUJPO PG UIF �% EJTUSJCVUJPO
PG 	B
 UIF OPSNBMJ[FE TVQFSDVSSFOU EFOTJUZ +T BOE 	C
 UIF QIBTF
EJTUSJCVUJPO JO PVS OBOP426*% EFTJHO� 5IF AUFNQFSBUVSF� DPMPS
TDBMF JT OPSNBMJ[FE UP UIF EJGGFSFODF CFUXFFO UIF NBYJNBM WBMVF PG
+T JO UIF NJEEMF PG UIF ++T 	ZFMMPX
 BOE JUT NJOJNBM WBMVF JO UIF
CPEZ PG UIF OBOP426*% 	CMVF
� 5IF QIBTF WBSJFT BDDPSEJOH UP B
DPMPS TDBMF GSPN �◦ 	CMVF
 UP ��◦ 	ZFMMPX
�

'PS PVS %BZFN�UZQF OBOPCSJEHFT
 UIFSF JT BO FYUSB QIBTF
HSBEJFOU JO UIF FMFDUSPEFT UIBU DSFBUFT B UXP�EJNFOTJPOBM EJT�
USJCVUJPO PG TVQFSDPOEVDUJOH DVSSFOU
 NBLJOH UIF EFSJWBUJPO
PG BOBMZUJDBM TPMVUJPOT NPSF DPNQMJDBUFE� *O <��>
 UIF
UXP�EJNFOTJPOBM (- FRVBUJPO XBT TPMWFE GPS UIF DBTF PG B
IZQFSCPMJD CSJEHF XJUI B WBSJBCMF BOHMF�

���� /VNFSJDBM TJNVMBUJPOT PG OBOPCSJEHF ++T

" SFEVDUJPO JO UFNQFSBUVSF PG NPSF UIBO ∼��� CFMPX 5D

MFBET UP IZTUFSFUJD DVSSFOUmWPMUBHF DIBSBDUFSJTUJDT UIBU SFT�
VMU JO B OPO�TJOVTPJEBM NVMUJWBMVFE DVSSFOU�QIBTF EFQFOEFODF
*	ϕ
 <��>� 8F QFSGPSNFE OVNFSJDBM TJNVMBUJPOT PG DVSSFOU
BOE QIBTF UXP�EJNFOTJPOBM EJTUSJCVUJPOT JO PVS OBOP426*%
EFTJHO 	àHVSFT ��	B
 BOE 	C

� 5IF DPOEJUJPOT GPS UIF NVMUJ�
WBMVFE DVSSFOU�QIBTF EFQFOEFODF *	ϕ
 XFSF DBMDVMBUFE�

5IF OVNFSJDBM TJNVMBUJPO IBT TIPXO UIBU JO UIF DBTF PG
SFDUBOHVMBS OBOPCSJEHF UIF *	ϕ
�EFQFOEFODF CFDPNFT NVMUJ�
WBMVFE BU ADSJUJDBM� MFOHUI -D = ����ξ DPSSFTQPOEJOH UP UIF
POF�EJNFOUJPOBM DSJUJDBM MFOHUI <��>� .BLJOH B DPOTUSJDUJPO
PG XJEUI X UIF NJEEMF PG OBOPCSJEHF JO UIF GPSN PG CPX�
UJF DPOàHVSBUJPO JODSFBTFT JUT DSJUJDBM MFOHUI TP UIBU UIF *	ϕ
�
EFQFOEFODF DBO SFNBJO TJOHMF�WBMVFE BMTP GPS SBUJPT -�ξ � ����
EJWFSHJOH BT X→ ��

���� "OBMZUJDBM BQQSPYJNBUJPO BOE FTUJNBUF PG OPJTF

5IF 7	#
 EFQFOEFODF 	TFF àHVSF ��
 PG UIF OBOP426*% BU UIF
PQUJNBM UFNQFSBUVSF BOE CJBT DVSSFOU DBO CF EFTDSJCFE UP B àSTU
BQQSPYJNBUJPO CZ UIF FRVBUJPO <��>
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XJUI FGGFDUJWF BSFB "FGG = Φ�# = ���� µN� <��>�
5IF FOFSHZ TFOTJUJWJUZ PG UIF OBOP426*% JT MJNJUFE UP

B àSTU BQQSPYJNBUJPO CZ +PIOTPO OPJTF
 BDDPSEJOH UP UIF

FYQSFTTJPO <��>
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XIFSF UIF WBMVF ∂7 c∂Φ ∼= ��� µ7�Φ� XBT PCUBJOFE
GSPN àHVSF ��� 8F PCUBJOFE BO FTUJNBUFE áVY TFOTJUJW�
JUZ 4Φ��� ∼= ��� µΦ� 	&)[
−�
 B NBHOFUJD àFME SFTPMVUJPO
#O = 	∂#c∂Φ
 4Φ��� ∼= � O5 	&)[
−� BOE B TQJO TFOTJUJWJUZ
4O��� = 4Φ���S�SF ∼= ��µ# 	&)[
−�
 XIFSF SF = ����× ��−�� N
JT UIF DMBTTJDBM FMFDUSPO SBEJVT <��>�

5IF PQFSBUJPO PG UIF OBOP426*% DBOUJMFWFST JO UIF TDBO�
OJOH OBOP426*% NFBTVSFNFOU TZTUFN XJMM CF EFTDSJCFE
FMTFXIFSF�

�� 4VNNBSZ

/BOP426*%T XFSF GBCSJDBUFE XJUIJO B EJTUBODF PG � µN GSPN
UIF DPSOFS PG B � × � × ���� NN 4J DBOUJMFWFS
 XIJDI JT
JOUFOEFE GPS VTF JO B TDBOOJOH OBOP426*% NJDSPTDPQF� 5IF
OBOP426*%T XFSF NBEF XJUI ++T JO UIF GPSN PG /C�CBTFE
OBOPCSJEHFT
 XIJDI IBE XJEUIT EPXO UP �� ON BOE XFSF QBU�
UFSOFE VTJOH)42OFHBUJWF SFTJTU� /VNFSJDBM TJNVMBUJPOT PG UIF
TVQFSDPOEVDUJOH DVSSFOU
 UIF TQBUJBM EJTUSJCVUJPO PG UIF PSEFS
QBSBNFUFS JO UIF OBOPCSJEHF ++T BOE UIF OBOP426*%
 BT XFMM
BT UIF DVSSFOUmQIBTF SFMBUJPOTIJQ JO UIF OBOPCSJEHF ++T
 XFSF
QFSGPSNFE VTJOH (- FRVBUJPOT PO CPUI POF�EJNFOTJPOBM BOE
UXP�EJNFOTJPOBM HSJET� #VML NJDSPNBDIJOJOH PG UIF 4J DBOUJ�
MFWFS XBT QFSGPSNFE VTJOH 3*& XJUI 4'� HBT UISPVHI NBTLT
PG O-0' ���� QIPUPSFTJTU GSPN UIF GSPOU TJEF PG UIF 4J TVC�
TUSBUF BOE B RVBSU[ TIBEPX NBTL GSPN UIF CBDL TJEF PG UIF
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